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EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO Y APLICACIONES

Mota introductoria

Este sscrito comienza con una explicacion y ejemplo del mebsdo de agroximaciones
gucEsivas, pers sl been dste es usado con excelentes resuliados en |3 resolucién de
ecuacionss y para esfablecer lecremas de exislencia para ecuaciones diferenciales,
nogotres reformulamaos el cilado método en una forma gue amplia mucho el alcanoe
de sus aplicaciones. Para esto se recuerdan, en la primera pare, algunos conceplos
fundarmentatss indispansables y se define qué se enfiende Bor “operados de
contraccibn®. Valiéndonos de los conceptos antes expuesios s demusstea el
"Teorama del punto fijo",

Luego haciendo uso del msmo en espacios da Banach, $& geotede a demostrar, en la
segunda parle gque aparecerd en el prdxima nomero, cuatro teoremas de exisiencia y
unicidad, de relevante importancia an matematica.

Deseo aprovechar la oportunidad para agradecer al Prof. Or. Domingo A, Tarzia, sus
opinionss y sugerancias en & tratamianto de los temas agui expuesios,

Al hacerme responsable de cualquier error gue pudiera haberse deslizado, espero que
este modesto brabajo, sivva para consolidar conocimienios en los leciores que
encuentran en los temas de matematica, la prefunda satisfaccidn gque yo siento con los
Mmismas,

AE.JM.



PRIMERA PARTE

1.- Método de las aproximaciones sucesivas

El método de las aproximaciones sucesivas, es un método Rerativo aplicable a muchos
problemas. Fue publicado por primara vez por Licwville an 1838 en conexidn con al
esiudio de [as ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, Luego fue
axtendide por J. Cagué an 18564, L. Fuchs en 1870 v G. Peano en 1888 al estudio de
las ecuaciones diferenciales de orden n. En 1800 Emile Picard amphkd el método al
abarcar tambeén las ecuaciones diferenciales no lineales, En mérito a esla importante
contribwcidn, &l matodoe pasd a conocerse como méatodo de Picard. El interés del
métods no es sdlo tedrico gino que tamblén & usa para oblener aproximaciones
AUMEACES para resolver ecuacionas,
El método consista an tomar una supuasta solucidn da una acuawlun\
alpuno de los miembros de la misma y oblener una nueva. e va ne
contiens {en uno de sus miembros) |a incognita. Obbenido up. nasvo v@{ éste se
sustituye una vez mas en la ecuacibn para lograr un fercer valor ¥ asi sucesiamenie
“Weamos un ejemplo. En Astronomia, pars el calculo Grbiies de plapstas, en el
gaslema solar, aparece 1 ecUAcion, ¢

sen(z-¥)=M szen'z

cuya interpretacidn grifica pusde lograrse hau:-emlﬂ

flz)=sen
!

Las abscisas de nferse :

Desde el punlm de vista pré-:.’@n &5 posible resalver B ecUAcion por apru;ﬂ'maclnnas.
. para E"ﬂ se sgquw;rre un valgr aproximado de z. En este caso se pueds

=y, Para efachear las aproximaciones sucesivas,

serz, -5 )= M sen'z,
De las solucion bles en el intervalo [{LEIE-H eliga coma z, el valor mas proximo
a z, (por |la naturaleza del problema), Luege hacemos:
senlz, — )= sen's,
¥ calculamos z, , escogiends el valor mas cercanc a z, .
Asl, sucesvamente



La sucesidn |z, }:'I , converge a la solucidn buscada.

Si bien &l método de aproximaciones sucesivas es usado con excelentes resulfades en
la solucién de ecuaciones y para astablecer teoramas de edstencia para ecuaciones
diferenciales, nosolros reformularemos el citado métods en una forma que amplia
mucho al alcance de sws aplicaciones.

Antes de presentar esta reformulacién recordaremos alg-.-*u:s CONCEPInS que Seran

indispensables.

2.- Definiciones
2.1.- Diremas que &n un conjunto £ estd definida una digla

de puntos de E, es decir, a todo (x,y)e ExE e \wm un namero real
positivo o nulo & {x, ¥) que satisface las condiciones siguientes:
a) dxx)=0

b) d(x.y)>0 s x=y

ch d{x, y)=d(p.x)

d) d{x,p)sd(x,z)+d|z¥)
Cualsquigra sean a1y, 2= £.

2.2~ Un espacio mélrico es
Ex=E en R, denominads

detafzdas an 2.1. Designafem 7 LIt irico por medio de la eseritural £, d)

%‘m yurdo B no vacio, dofado de wna funcion « da

2.3.- Para formadar e ﬂ'l% primaciones sucesivas en forma general,

trabajaremas con efpacios. || LSea L un espacia lineal cualgusera. Una funcidn
real N definida en £ 96 llam a°, =i cumple las propiedades siguientas:

a) Nix)=0

b} m[:]znm

“‘Mﬂu‘\ ‘

La o gl elementn x = £ se denota mediante ef simbolo ||x|

2.4.- Sea n espacic veclorial sobre &, cuyos elementos son designados por
X, VB dmeros reales por @, 4, ¥,... Supongamos definida una distancia o en

E y consideremos las distancias padiculares gque satisfacen las condiclones
ssguientes:

E:I :I'{I',J-'} =.:.I"|:.|: -i-z,_|.r+;.::|

b dl{axay)=|=|d(x )

clualsgquesry sean r, v, e £, o ¢ £ las cuales son posibles porque en F exisben las
leyes: (x,p) = x+y. I[n;r.r} =¥ (XX, COSE QUe NO DCUMe en un conjunio cuakguiera,

Si en a) tomamos r=-y (que es posible por fraterse de un espacio vectorial)
fenemas:

d(xy)=d(0,x-y) (1)



Se tiene también:
d{ox.ay)=d{0ax-ay)=d(0,a(x- 1))
Ademis, de la desigualdsd friangular
dir,y)sd{zz)+d(zy)
se abliens sustituyends: x =0, y=x+p
d{0,x+y)<d(0.z)+d(z,x+y)=d(0,2)+d
y bsmandeo £ = x| resulia:

d{bx+y)sd{hx)+a(00
Resumiendo. si se pone N{x)=d(0 )} se ?Enflmi las pro

para la norma & | glendo E un espacio weciorial posmade
iy K

38 del punio 2.3,
R donde de (1) se

d{xy)=N{r-p :
que define una distancia en £ distencia o deducida d
Por ofra parte, todo espacio normado se canvierts en
elementos cualesquisra x, e F e define: :ﬂ:

La valider de los axiomas de Eupnﬁi’

propeedades a) ... d) de ks nomma
En los espacios normados subs
aspaciss metricos.

ma N
scio mafrico si para dos

2 gesprende directamente de las

& conceplos v resullados  de las

2 5.- Para frabajas en espacios nesles de funciones reales confinuas an un intervals
cerrado vy acotado T, iFaremnsla. noma del maximo™ o “maxima norma’
Designemas con (4] :

d(f.2)=1f - g] = max| ¢ (x)- g ()
c(i)

métrico (E,d) una sucesion |z, | s& llama “sucesién de Cauchy’
{o fundamental), si para cada &> 0 existe un enterc Pl&), tal que las relacicnes
a2y mz P implican: d(x_,x_ )<£ (denominada condicidn de Cauchy).

2.7 - Un espacio méfrico £ se dice “completo” si tode sucesidn de Cauchy en £, es
convergente hacia un punto de £

+Se denomina espacio de Banach a todo espacio normado y complete; es decir, un
espacio en &l gue esta definida una norma v tods sucesidn de Cauchy es comvarganta
en dicho espacio.



3.- Operadores de contracclén
31.-8ea T:5 — § una funcidn de un espacio métrico (5.4} an si mismo. La funcidn
T se denoming “contraccion” o tambidn “operador de contracsion” de & si exaste un
nidrmero 0= & <1, tal gue:
:I'[T{I},T{J-'ﬂi.‘: LII{I,J-'} i,y h
Es evidente que una contraccion de un espacio metrico es uniftememente continua. La
constante & s llama coeficeente de contraceidn o constante de contracsion para 1.

3.2+ En este trabajo consideraremos el sspacio lineal nnrrnadnm
maxime, En consecuencia 7' : (/)= C(I), cuye dominic
subconjunto de C[J), serd una contraccdn sl existe u
que para todo par de funciones / y g de C(J). se cumpla:

Ir(r)-Tiz)| sk 44
La desigualdad anterior es vabda si y sdlo si

3.3.- Ejernplos:
a) Sea f una funcién ariraria en C( /) )

‘ Una conglante. Puesto que
(%)= i) = |af| - 2|

donde [ salisface lagondie n

ffLPl ﬂ: ‘a‘xe%
siends y.z ra SOuisrEy | constante,
Indicaremas con {Einl‘m del intervalo f

fodeu de f,t-éitemua:

.I‘[-"I.l:'* e(t)]- fenle ]]; df

< frl'-;z:—:;.'||];[:ﬂ

Luego, si AI{J) <1, T es un operader de contraccian con constante de confraccian
k=hi(1).

=

shlﬁ]w{r}- (e}

s hi(1)e-4|

4.- Teorema del punto fijo
4.1.- Definicidn: Sea f:5 =5 una funcién de un espacie métrice  (S,d) en si

misme. Un punte £ de 5 es un “punto fge™ de #si F(P)=P.



4.2 - Teorema: Una contraceldn T de un espacio métrico completo 5, tene un Onico
punta fijo tal que T(x)=x
Demostracién: Sea x, un punto de & y consideremos [x | la sucessidn de iteraciones
definida mediante |a formuls de recurmancia:
x,=T(x) . #=012,..

Probaremes que {x, | converge a un punto fijo en 5
Haremos la demosiracion &n tras atapas.
a) {x, }es una sucesion de Cauchy en 5. En efecto, como

d(x,.x)=d(T(,).T(x, . ))ki(x, x _
y puesio que o (x,.x,  )=kd(x,_.x, )
es dx,,x)sk'd(x, .5, ,) yasisucesivamen
Luego, por induccidn resultac

d(x, . x5, ) S (x5,

donde «¢=d(x,x,). Entonces. uilizande |a desiguaidad ifiangular hallamos, para
o4 > R -

"'+...+.E"'"|r£

- - el
Como k" =0 cuando n—4 |
by Puesto que 5es uw

‘que |x,}es una sucesidn de Cauchy.
existencia de un elemenio x < 5 tal que
=T e wna aplicscidn conlinua,

luego ¥ es wnpuntoed)

] Unicidag Searn x Wﬂu: fijos de T . endonces

. dix,x')=d(T(x).T(c)) = kd [x.5)
I-nl:u1 = [}, @s decir x= x’
. s8¢ deduce ademas la esbtimacion del emor

d|x.x :Ii Ue decrecs Como una prograsiin gaomatnca de razdn O<d <.

4.3.- Antes de establecer un corolano que se desprende del lecrema antenior, vamos a
demostrar que el espacia lineal normado 1’_[ o4 O todas las furciones reales continuas

en el intervaio [a.b], es completo, Sea |1} una sucesién de Cauchy de . Ella
significa que V& >0 existe un enmtero P(e) tal que d(fF, ) <& siempre que
HmE F{E}.

De aqui se deduce que la sucesion | f_ | converge uniformemente. En este caso, su
limige ° " sara una funcién continea. En efects, haclendo tender - o &n la



desigualdad anterior, oblenemes o/, ) <& Ve > P(g), lo cual significa que | [ |

convarge @ §© an el sentido da la métrica del espace C

d( ) =lf = £] = may

Tk

.i"n{.l'}—f_{.IH

que | /] es la norma del mdximo,
8 TG,

(., 12l que r(rl=r.

—+ ), @8 un operador de contraccion, exste

4.5 Juitld con la demosiracion de la exislenci i  golucion de la
ecuacion T(x)=x, una contraccién ofrece un Ml
solucion (&l mélede de aproxmacionas sucesivas)
Veamos un ejemplo elemental. Sea ( una funcion defirida en ef segmento [a.b], que
varifica la condicion da Lipgschitz .
|f|:":}"
con una constante fr <1 y que aq 5 mismo.
En este caso [ es una contraccidr ¥ de gouerds allgorema del punto fijo, 18 sucessdn
5, 5= flg)n= ). : g8 B la nica raiz de la ecuacion x= f(x). En
particular, la aplicacidn a n, sila funcién tiene en [a,h] una derivaca

Caso 0< (x)=1 Caso -1= {'(x)<0D
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